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MN I. Examen IV

Primera Parte [4 puntos]

Ejercicio 1. Se pretende resolver el sistema Ax = b donde A es la matriz

-3 a —a
A= —4 3 —4
2 7 —4

v b= (a,3,1)T, donde a € R es un pardmetro.

1. Determine para que valores del parametro a:

a) Se puede resolver utilizando el método de Gauss sin intercambio de filas.

Para ello, es necesario que a,(;z) #0Vk=1,...,n.

-3 a —a Fi—Fa- i, -3 a4a —a “

-4 3 4| — 0 3—-5 —4+3 | —

2 7 —4 ) BEREIRO\ o 74d 4y

3 3
, -3 a —a
F3:F3+2m3,2F2 0 3— 4?a 4 4?a
aj) =370
(2)_3_4a_0 9—=14 _ 9

afy = 00=88 — ) = 100 = 48 <= a = B
Por tanto, se puede resolver siempre que a # {%, % .

b) Se puede resolver usando una descomposicién LU de A.

En este caso, es necesario que todos sus menores principales sean no nulos.

-3 a 9

| —3]=-3 '_4 3 ——9+4a—0<:>a—1
48
|A\:36—8a+28a+6a—84—16a:10a—48=0<:>a:1—0

: 9 48
Por tanto, se puede resolver siempre que a # {7, 35}. Como vemos, es
andlogo al método de Gauss sin intercambio de filas.

¢) El método iterativo de Gauss-Seidel es convergente.

En el caso de Gauss-Seidel, la matriz de descomposicién es ) = D + L.
Por tanto,

Ar=b= Q- (Q-A))r=b=Qr=(Q—-A)z+b=
—2=Q ' (Q-Az+Q v=UI-Q 'A)r+Q'b
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Por tanto, Bg_s =1 —Q 'A=1—-(D+ L)'A

1

-30 0\ -5 0 0
(D+L)'=| —-43 0 = -3 & 0
2 T % &
Por tanto,
o
Bgs=I-Q'A=I-(D+L)"A= | 0 & =42
0 La —17a+42
18 18
Para ver si es convergente, calculamos sus valores propios.
Py () = _oA 4—“%—)\ _;%u _ L 1] 4a-0x —4a + 12
Bg-s - 9 _17atd2 \ o 9 18 17a —17a 4+ 42 — 18X
0 18 8
A
A
= —m(—68a2 +168a — 72a\ + 153a\ — 378\ + 162)\* + 68a* — 204a) =
A A
= —— " [162)? + (81a — 378)\ — 36a] = ——[18\* + (9a — 42)\ — 4d]
9.18 18
\,_ “Ya+424 V(90 —42)2 +16-18a
T 2.18 -
_ —9a+ 42+ /8la? + 1764 — 756a + 16 - 18a
B 2-18 B
_ —9a+42+/81a? — 468 + 1764  —3a+ 14 £ /9a? — 52a + 196
B 218 B 2-6

2. Para a = 1 escriba las ecuaciones explicitas del método de Jacobi y Gauss-
Seidel y realice tres iteraciones de ambos métodos.

— 3, + x5 — z3 = 1 T, = —%(1—@—{—333)
— 4xy 4+ 3xy — 4dx3 = 3 = T2 = %(3 + 4x + 4%3)
201 + Taxy — 4dxs3 = 1 T3 = —}1(1 — 2z — Tx9)
Ecuaciones de Jacobi:
xgkﬂ) = —%(1 — x(zk) + xék))
:ngﬂ) = 3+ 4x§k) + 4x§k))
xékH) = —}1(1 — 2x§k) - 7xék))

Tres iteraciones del método de Jacobi:

k I To T3
0| O 0 0
1 -1 1 1
20 % 5 3
19 26 13
3 -3 T35 T7
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Ecuaciones de Gauss-Seidel:

k+1 k k
xé = $(3+ 43:& oy 4x§ ))
xék;-&-l) - Tl 2 EH1) _ (kD

Tres iteraciones del método de Gauss-Seidel:

k I T T3
0| O 0 0
_1 5 5

! :% 935 95
3| _i1 25" 23
27 9 54

3. Para a = 0 resuelva el sistema utilizando el método de Gauss con pivote total.

-3 0 010 FeriE -3 0 010
-4 3 —4|3 0 3 4|3 | —
2 7 —4|1 ) BERESAO\ 0 7 —41
FlE e o -3 0 010
%1 0 3 —4|3
ms2==3 0 0 L ¢
Por tanto,
18 9 3+4x3 5 0
r3=——=—= To = == Ty =
T 16 8 2 3 2 '
Ejercicio 2. Dada la matriz A = (aij)ﬁjzl, para n > 1, se considera la expresién
1A|]s ZZZWH (1)
i=1 j=1

1. Demuestre que (1) define una norma matricial.

» ||A||ls > 0, ya que cada sumando es > 0 debido al valor absoluto. Ademsés,

Alls = 3" ay| = 0 <= Jay| = 0Vi,j <= A=0

i=1 j=1
o [eAlls =D 0 leagl = >0 lellal = el Y 0 lagl = el - [|Alls
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
s JA+ Blls = D> lag + byl < >0 lagl + oyl = DD lay| +
i=1 j=1 =1 j=1 i=1 j—1
> lbil = [IAlls + [1Blls

i=1 j=1
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» Veamos que ||AB||s < ||Al|s]|B||s

1ABlls = > I(ab)isl = D D aubis| < D lawbiil = Y laik]- [bay] <

ij=1 ij=1|k=1 i4.k=1 ij.k=1
n n n n n
< 3l bl = 3 fal 37 b Ao (z raml) (Z wbsjw) -
ij.k,s=1 i k=1 s,j=1 ik=1 s,j=1
= ||Al|s]|Bl|s

2. Calcule ||1,||s donde I,, es la matriz identidad de orden n.

1Talls =D 0D (L)) = 21 —n

i=1 j=1
3. (Es una || - || una norma inducida? Justique la respuesta.
Supongamos que lo fuese. Por tanto, || - || norma vectorial tal que:
|| Az]]
Alls = méax
Alls =
Por tanto, suponiendo que || - ||s es una norma inducida:
I
|[1]|s = médx [Hnz]] méux—HyCH —méx1l=1
a0 ]| w0 [[a]] a0

Por tanto, como hemos llegado a un absurdo, ya que n # 1, entonces la
suposicién es falsa. No es una norma inducida.

Observacion. Se ha demostrado que, para toda norma inducida ||-|| 5, la norma
de la identidad es || I, || = 1.

4. Estime el nimero de condicién asociado a la norma (1) de la matriz

o-(37)

k(B) = |Blls|IB~|Is

En primer, lugar, calculo B~

1 1 -2
s
Calculo cada norma:

|Blls=5+24+2+1=10 HB_1H5:1+2+2+5:10

Por tanto,
k(B) = ||B||s||B~"|s = 10?

Por tanto, podemos esperar la pérdida de 2 digitos significativos en el calculo
de la solucién de un sistema con B como matriz de coeficientes.
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Segunda Parte [4 puntos]
Ejercicio 3. Se consideran los datos f(—1) = f(1) = 0,345, f(0) = f(2) = 1,67.

1. Estime el valor de f(0, 5) utilizando el algoritmo de Newton-Horner en aritméti-
ca finita de tres digitos por redondeo.

Calculo en primer lugar la tabla de diferencias divididas:

v | flxi]
—110,345
1,33
0 1,67 —-1,33
—1,33 0,887
1 | 0,345 1,33
1,33
2 1,67

Por tanto, el polinomio de interpolacion es

ps(z) = 0,345+ 1,33(x + 1) — 1,33z(z + 1) + 0,887x(z + 1)(z — 1)
= 0,345 + (z + 1)[1,33 + 2[—1,33 + 0,887(z — 1)]]

Para reducir el error por redondeo, evaluamos usando el algoritmo de Newton-
Horner:

ps(z) = 0,345 + 1,5[1,33 + 0,5[—1,33 — 0,5 - 0,887]]
= 0,345+ 1,5[1,33 + 0,5[—1,33 — 0,444]]
= 0,345 + 1,5[1,33 — 0,885] = 0,345 + 1,5[0,445]
= 0,345 4 0,668 = 1,01

2. Estime el error cometido en el apartado anterior, sabiendo que |f®| < 0,3,
para todo x, y para cualquier orden de derivacion k.

El error cometido viene dado por:

1)
)

le(2)] |z(z +1)(z — 1)z - 2)]

Por tanto, evaluando en = = 0,5, tenemos:

PRSI

le(@)l = "=~ 15

Como sabemos que |f*¥)| < 0,3, para todo z, y para cualquier orden de deri-
vacion k, tenemos, por tanto, que:

0,3-9 9

= =7.031-1073
2416 1280 '

le(2)] <
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Ejercicio 4. Se considera la tabla de datos

x| =2 | -1 0 |1]2
flx:) | =65 -15]-05|35]95

1. Calcule la aproximacién por minimos cuadrados de la funcién f(z) en el espacio
vectorial U = L{z, 2*}

Sea la mejor aproximacién u(x) = ax + bz* € U, y consideramos el producto
escalar discreto siguiente:

(f,g) = Z fx)g(z)

Calculamos los siguientes productos escalares:

(x,z) =10 (x?, %) = 34 (x,2%) =0

(f, ) =37 (f,2%) =14
Por trabajar con una base ortogonal, tenemos que:
o <eia f>
' <€i7 ei)
Por tanto,
37 14 7
ap = (05} -

~ 10 T34 17

Por tanto, la mejor aproximacion de f en U es:

37 7
u(zr) = 0% + 1—7x2

2. Calcule las diferencias divididas de orden 1 (con dos argumentos) para los
datos de la tabla y llamelas Py, Py, Py y Pj.

15465

Py=f[0,1]=4 P =f[1,2]=6

PQZf[_LO]:l

3. Calcule el spline ctibico de clase 1 en los nodos —2, 0y 2, s(z) € S3(—2,0,2),
tomando como derivadas en los nodos:

DB+ P

2

dOZPIJ dl ) d2:P4-
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Interpolamos mediante Hermite en cada intervalo:

zi | f(w:) i | f(2;)
—2|-6,5 0|-05

d() = 5 dl = g
—2| —6,5 -1 0|-05 s

3 2 5 -3

0| —05 -1 2 95 3

dl - g d2 = 6
0 |-05 2| 95

Por tanto, el spline queda:

s(z) = { —6,5+5(x+2) — (2 +2)* + 2z(z+2)* si ze[-2,0]

=05+ 2+ 227 — 22%(z — 2) si oz el0,2]

4. Compare los valores que proporcionan el spline y la aproximacién por minimos
cuadrados en los nodos —1 y 1. ;Qué modelo elegiria?

En z = —1, tenemos:

s(—1) = —2,875 u(—1) ~ —3,288

En x =1, tenemos:

s(1) = 3,625 u(l) ~ 4,112

Por tanto, en ambos casos tenemos que el spline se aproxima mas a los valores
correctos de f.

10



